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1. Es seien M , M1, M2 und N Mengen. Zeige:

(a) m. M \ (M \N) = M ∩N .
(b) m. M ∪ (M1 ∩M2) = (M ∪M1) ∩ (M ∪M2).
(c) s. M \ (M1 ∩M2) = (M \M1) ∪ (M \M2).

Es sei beachtet, daß (b) und (c) Spezialfälle der de-Morganschen Regeln sind.

2. m. Es seien f1 : M1 → N1 und f2 : M2 → N2 zwei Abbildungen. Zeige:

f1 ◦ f2 ist die leere Abbildung ⇐⇒ f2(M2) ∩M1 = ∅.

3. m. Die Potenzmenge einer Menge ist mächtiger als die Menge.

(a) Beweise: Für jede Abbildung f : M → P(M) ist

Nf := {p ∈M | p /∈ f(p)} ∈ P(M) \ f(M).

Insbesondere existiert keine surjektive Abbildung M → P(M).
(Tip: Untersuche unter der Annahme Nf = f(p0), ob p0 ∈ Nf .)

(b) Gibt es eine injektive Abbildung M → P(M)?
(c) Erkläre mit den Überlegungen in (a) das sogenannte Paradoxon vom

Barbier: Der Barbier eines Dorfes behauptet, daß er genau die Männer
des Dorfes rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Das kann wohl nicht wahr
sein. (Wieso? Wer rasiert dann den Barbier?)
(Tip: M = ? und (f : M → P(M)) = ?.)

∗Die Übungsaufgaben sind bis zur Übung am 26. Oktober 2021 zu bearbeiten.
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4. s. Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv bzw. bijektiv? (In die-
ser Aufgabe darf Schulwissen über die vorkommenden Funktionen vorausgesetzt
werden.)

(a) f : ]−1, 1[→ R, t 7→ 1
1−|t| .

(b) g : R → [0,∞[ , t 7→ t2.
(c) h : R+ → R, t 7→ exp(2 log(t)).
(d) i : [0,∞[×R → R2, (r, ϕ) 7→ (r · cos(ϕ), r · sin(ϕ)).

5. s. Es seien f : M → N eine Abbildung, (Mi)i∈I eine nicht leere Familie von
Mengen Mi ⊆M , ebenso (Ni)i∈I eine nicht leere Familie von Mengen Ni ⊆ N
und A, B ⊆ N .

(a) Zeige, daß f−1(⋂
i∈I Ni) = ⋂

i∈I f−1(Ni).
(b) Zeige, daß f(⋂

i∈I Mi) = ⋂
i∈I f(Mi) im allgemeinen nicht gilt. Gib die

richtige Teilmengenbeziehung an, und beweise diese.
(c) Zeige, daß f−1(N \B) = M \ f−1(B), und folgere aus dieser Aussage, daß

f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B).

6. m. Es seien f : M → N eine Abbildung, A ⊆M und B ⊆ N . Beweise:

(a) A ⊆ f−1(f(A)), und Gleichheit gilt in jedem der folgenden Fälle:
(i) f ist injektiv,

(ii) A = f−1(B) für ein beliebiges B ∈ P(N).
(b) f(f−1(B)) ⊆ B, und Gleichheit gilt in jedem der folgenden Fälle:

(i) f ist surjektiv.
(ii) B = f(A) für ein beliebiges A ∈ P(M).

(Anleitung: Beweise zunächst die Inklusionen und dann die Teile (a)(i) und
(b)(i), und folgere anschließend unter alleiniger Ausnutzung der bewiesenen
Inklusionen die Teile (a)(ii) und (b)(ii).)
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