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m. Sei B(R) die Menge aller beschrankten Funktionen auf R versehen mit der
Supremumsnorm (vergleiche Aufgabe 31). Bekanntlich (Beispiel (d) aus 4.8)
ist der Einheitsball B;(0) eine abgeschlossene Teilmenge von B(R). Ist By (0)
folgenkompakt?

s. Beweise: Die Funktion ,/: [0,00[ — R ist gleichméBig stetig, geniigt aber
nicht einer Lipschitzbedingung (vergleiche Aufgabe 39 (a)); hingegen ist die
Funktion x? stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.

Fazit. Somit ist die Implikationskette

f geniigt einer Lipschitzbedingung
—> [ ist gleichméaBig stetig = f ist stetig

im allgemeinen nicht umkehrbar.

s. Bestimme alle Haufungspunkte der komplexen Zahlenfolge (a;,),>0 mit
a, =1"+1/2".

(Dabei darfst Du C = R? mit der Metrik des Produktraumes betrachten.)

Cesaro-Konvergenz reeller Zahlenfolgen Sei (a,,),>1 eine reelle Zahlenfolge
und sei (¢,)n,>1 die Folge der arithmetischen Mittel ¢, = (37 a;)/n. Wir
nennen — nach E. Cesaro (1859-1906) — eine Folge (ay,),>1 C-konvergent,
wenn die Folge (¢,),>1 konvergiert. Ist im Falle der Konvergenz ¢ der Limes

*Die bearbeiteten Ubungsblétter sind bis zur Ubung am 11. Januar 2022 zu bearbeiten.



der Folge (¢,)n>1, S0 nennen wir ¢ den Cesaro-Limes von (a,),>1 und schreiben
C-lima, = c.

n—o0

(a)

(b)

(c)

(d)

(f)
(2)

s. Der Permanenzsatz. Beweise: Konvergiert (a,),>1 gegen ein a € R,
so ist (an)n>1 auch C-konvergent, und es gilt C—_l)im a, = a.
- mn o

m. Monotonie des Cesaro-Limes. Beweise: Sind (ay,),>1 und (b,)n>1
C-konvergente reelle Zahlenfolgen und gilt a,, < b, fiir alle n > 1, so ist
auch C-lima,, < C-limb,,.

n—oo n—oo
m. Linearitit des Cesaro-Limes. Beweise: Sind (a,),>1 und (b,)n>1
C-konvergente reelle Zahlenfolgen und a, b € R mit (;Lilg.p a, = a und
C-limb,, = b, so gilt:

n—oo
(i) (an + bp)nz1 ist C-konvergent, und es gilt C-lim(a, + b,) = a + D,
(ii) Ist a € R, soist (- ap),>1 C-konvergent, es gilt (;L—_l)iggl(a-an) = q-a.
s. Invarianz des Cesaro-Limes unter affinen Transformationen.

Beweise: Ist (a,,),>1 eine C-konvergente reelle Zahlenfolge, ist a € R mit
C-lima, = a und sind «a, § € R, so ist (« - a,, + f),>1 C-konvergent, und

n—o0

es gilt (2—_1}1&1(04 an,+5)=a-a+p.

m. Zeige: Ist (a,)n>1 eine C-konvergente reelle Zahlenfolge, so gilt

liminf a,, < C hm a, <limsupa,.
n—oo n—00

m. Gib eine C-konvergente reelle Zahlenfolge an, die nicht (im tblichen
Sinne) konvergent ist.

m. Gib eine beschrankte reelle Zahlenfolge an, die nicht C-konvergent ist.

61. Untersuche folgende reelle Zahlenfolgen (a,),>1 auf Konvergenz und berechne
gegebenenfalls ihren Grenzwert:

(a)

(b)

(c)

11
m.an:*;%

3

1
Vs
(Tip: Zeige zunéchst 1/vEk+1 < 2(vk +1 —Vk) < 1/VE)
P(n)
Q(n)’

1

S. a, =

NgE
%

m. a, = wobei P/(Q eine rationale Funktion sei (vergleiche Aufga-

be 13).



62. m.

(a) Seien E ein metrischer Raum und f: E — F eine stetige Abbildung. Zeige:

(b)

Wenn eine f-Banachfolge gegen einen Punkt p € E konvergiert, so ist p
ein Fizpunkt von f, d.h. f(p) = p.

Im HERONschen Verfahren zur Bestimmung von /a fir a € R, werden
Banachfolgen beziiglich der Funktion f = (z + a/x)/2|R, benutzt. Zeige,
daB jede f-Banachfolge konvergiert, und zwar gegen +/a.

Versuche mittels eines Rechners unter Benutzung des ersten Aufgabenteils
Fixpunkte fir die Funktionen

cos, exp(—z), und ,/

zu ermitteln und jeweils das Finzugsgebiet der Fixpunkte zu bestimmen,
d.h. die Menge derjenigen Zahlen ay, fiir welche die Banachfolge (ay,)n>0
beziiglich der jeweiligen Funktion gerade gegen den Fixpunkt konvergiert.
(Die Kosinus-Funktion betrachte dabei als Funktion des Bogenmafes.)
Priife Deine experimentellen Ergebnisse an den Graphen der verschiedenen
Funktionen.

63. m. Der Cantorsche Durchschnittssatz. Es seien (E, d) ein vollstandiger me-

64.

trischer Raum und (A,,),>m eine Folge nicht-leerer abgeschlossener Teilmengen
von F, fiir welche gelte:

(a) Vn>m: A1 € A, und
(b) die Folge (diam(A,))n>m der Durchmesser

diam(A,) = sup{d(p,q) | p,q € An}

ist eine Nullfolge.

Zeige: Der Durchschnitt () A, enthéilt genau einen Punkt, und zwar gilt: Jede

n>m

Folge (pn)n>m von Punkten p, € A, konvergiert gegen diesen einzigen Punkt
pte N A,
n>m

Intervallschachtelungsprinzip. Als Spezialfall von Aufgabe [63.| ergibt sich
das Prinzip der Intervallschachtelung: Es sei (1,,),>0 eine Folge von Intervallen
I, = [ay, b,] mit den Eigenschaften:

(a) Vn>0: I,,41 C I,,.

(b) Die Folge (b, — ay)n>0 der Intervallangen ist eine Nullfolge.



oo
Dann besteht der Durchschnitt () I,, aus genau einem Element.

n=0

(a) m. Nullstellenbestimmung mittels Intervallhalbierungsverfahren.

(b)

(c)

Seien a, b € R und f: [a,b] — R eine stetige Funktion, fir die

fa)- f(b) <0 (1)
gilt. Damit (7) besitzt f mindestens eine Nullstelle in [a,b], und eine
solche wollen wir approximativ berechnen. Dazu setzen wir Iy := [a, b] und

co = 3(a+b). Dann (?) besitzt mindestens eines der beiden Intervalle
[a, co] oder [co, b] die (1)) entsprechende Eigenschaft. Wir bezeichnen dieses
Intervall mit I; und fahren damit fort. Iterieren wir dieses Verfahren, so
erhalten wir eine Folge (7,,),>0 von Intervallen I,, = [a,, b,] und eine reelle
Zahlenfolge (¢,,)n>0, wobei wir ¢, == %(an + b,,) definieren.

(i) Zeige: Die Folge (c,)n>0 konvergiert gegen ein ¢ € [a, b, und es gilt
f(e) =0.

(ii) Wie viele Iterationsschritte miissen hochstens durchgefiithrt werden,
um c bis auf eine vorgegebene Genauigkeit ¢ zu berechnen?

s. Schreibe ein (Scheme-)Programm zur Bestimmmung einer Nullstelle
einer stetigen Funktion f in einem Intervall [a, b], fir das gilt, nach
dem Intervallhalbierungsverfahren.

s. Bestimme mit Deinem Programm alle Nullstellen von
11
flz) = 2%+ 51‘2 — 8r — 44

bis auf eine Genauigkeit ¢4 := 0,1, wobei fiir den Wert an jeder approxi-
mativen Nullstelle ¢ gelten soll: |f(c)| < 1 :=0,1.

Wir wiinschen allen Studentinnen und Studenten ein geruhsames und

besinnliches Weihnachtsfest, sowie ein gesundes und erfolgreiches
2022.



