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84. Zeige:

(a) m. Ist (a,)n>1 eine Folge von Zahlen a,, € {0,1,...,9}, so konvergiert die
unendliche Reihe -
Z ag - 10_k
k=1

gegen eine reelle Zahl a € [0, 1]. Die Folge (a,,)n>1 nennen wir eine Dezi-
maldarstellung von a.

(b) m. Jede reelle Zahl a € [0, 1] besitzt eine Dezimaldarstellung (ay),>1. Fur
a # 1 kann sie mittels der Gaufl-Klammer |t] = max{n € Z | n < t} fiir
t € R rekursiv definiert werden:

a; = 110-a] und Vn € Nj:apqy = {10"+1 . (a — Z a - 10k>J .
k=1

(c) s. Jedes a € [0, 1] besitzt hochstens zwei Dezimaldarstellungen: Ist (b, ),>1
eine Dezimaldarstellung von a, die von der in [(b)] angegebenen abweicht,
so existiert genau ein m € Ny, so dafl

(i) Yn <m: a, = by,
(i) am =bm +1,
(iii) Yn > m: (an =0ADb, = 9).
Insbesondere ist die Dezimaldarstellung irrationaler Zahlen a € ]0,1]

eindeutig.

(d) s. Besitzt a € [0, 1] eine periodische Dezimaldarstellung (ay,)n>1, d. h. gilt
Elp S N1 Vn € Nli Qpyp = Qp,

so ist a € Q.

*Die Ubungsblitter sind bis zur Ubung am am 8. Februar 2022 zu bearbeiten.
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m. Sei z € C. Zeige, dal die Lambert-Reihe

0o k

L) =Y

k=1

fir |z| < 1 konvergiert und fiir |z| > 1 divergiert.

s. Zeige, dal in Theorem 2 aus 5.13 die absolute Konvergenz mindestens einer
der beiden Reihen notig ist.

(Tip: ug = vy := 0 und uy, == v, = (—=1)* - (1/vk) fiir k > 1.)

m. Es seien F und E’ metrische Radume, M € B(FE) eine nicht leere Teilmenge
von F, pg € E,q€ E' und f: M — E’ eine Abbildung. Zeige:

(a) Ist po ein Haufungspunkt von M, so ist py auch ein Haufungspunkt von
jeder Teilmenge N € B(F) mit N O M.

(b) Es gibt metrische Raume F einer jeden Méchtigkeit, so daf jeder Punkt
von F' ein isolierter Punkt von F' ist.

(c) Ist po ein Haufungspunkt einer Teilmenge A € PB(M) und ist lim,, f =g,
so gilt auch lim,, (f|A4) = ¢.

m. Sei f: R X R — R definiert durch

s falls (£, ) # (0,0),
flts) = {0+ falls (t,s) = (0,0).

Zeige: Fir jedes t € R ist die Funktion f;: s — f(t,s) stetig. Genauso ist fiir
jedes s € R die Funktion f*: ¢ +— f(t,s) stetig. Dennoch ist f nicht stetig im
Punkt (0,0). Mache Dir ein Bild von f.

s. Sei f: R — R definiert durch

A sin(%) fir t #£ 0,
f1@) {O fir t = 0.

Untersuche, fiir welche n € Ny die Funktion f in 0 differenzierbar ist.



90. (a) s. Seien a, b € R mit a < b, I ein offenes Intervall von R mit [a,b] C I,
E ein K-Banachraum und f: I — F eine differenzierbare Funktion mit
f(a) = 0. Zeige: Die Funktion g := || f|| |[a, b] ist ebenfalls in a differenzier-

bar, und es gilt ¢'(a) = || f'(a)]]. Unter welchen zusitzlichen Voraussetzun-
gen an f folgt sogar die Differenzierbarkeit von || f|| in a?

(b) m. Seien D € PB(K) eine Teilmenge von K, F ein K-Banachraum, so-
wie f: D — FE und g: D — K Abbildungen. Ferner sei f in a € D
differenzierbar, und es gelte f(a) = 0. Zeige: Ist eine der Bedingungen

(i) g ist in a stetig,
(ii) f’(a) =0 und g ist in einer Umgebung von a beschrankt

erfiillt, so ist auch ¢ - f in a differenzierbar. Berechne in beiden Fallen

(g-f)(a).



