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m. Bestimme die Taylorreihe von cos in tg € R, und leite daraus das Additions-
theorem fiir cos her.

s. Strecken sind Kiirzeste. Fir jede Kurve a: [a,b] — F gilt
L(e) = [a(b) — efa)[| = d(e(a), (D).

Daher (7) ist die Strecke zwischen a(a) und «(b) eine kiirzeste Kurve zwischen
den beiden Punkten.

(Tip: Nach dem funktionalanalytischen Satz von Hahn-Banach existiert eine
stetige Linearform \: F — R mit

Aa(b) = afa)) = la(b) —aa)| und Vo e E: [Mo)] < [lo].

Damit (?7) folgt, dafl
o))~ ala)]| = ['(\oa) dr < L(a).

Beweise zusétzlich die Existenz der Linearform A in dem speziellen Fall £ = R"
und ||-|| = ||||,, ohne den Satz von Hahn-Banach zu bemiihen.)

m. Invarianz der Wegliange gegeniiber Parametertransformationen.
Sei a: [a,b] — E ein Weg und ¢: [¢,d] — [a,b] eine stetige Parametertrans-
formation, das ist eine stetige, monoton wachsende Funktion ¢ mit ¢(c) = a
und (d) = b. Dann ist L(«) = L(a o ¢); insbesondere gilt, dal o genau dann
rektifizierbar ist, wenn « o ¢ rektifizierbar ist.

*Die Ubungsblitter sind bis zur Ubung am 24. Juni 2022 zu bearbeiten.
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m. Sei f: I — R zweimal stetig differenzierbar und o := (z, f): I — R? die
kanonische Parametrisierung des Graphen von f. Zeige, dafl

T, =¢eY mit 6 =arctanof’

ist und dafl die Kriimmung von « durch

w= L+ (P

berechnet wird. Bestatige in diesem Fall, dal die Definition von Wendepunkten
in Abschnitt 9.7 mit der Definition in Abschnitt 9.4 iibereinstimmt.

Seien a,b € I mit a < bund «: I — E eine Kurve in einen Banachraum E. Mit
s bezeichnen wir die Bogenlangenfunktion von a und mit ds das Differential
der Bogenlange.

Sei f: [a,b] — F eine Funktion in einen weiteren Banachraum F'. Zeige:

(a) m. Ist f eine Treppenfunktion mit angepaBter Zerlegung (tx)r—o
[a,b] (vgl. Abschnitt 8.2), so ist

.....

n

[ £ =3 160 Lallteor,hl) = 3 60 - slt0) — sttson)
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mit beliebigen & € |tg_1, ti[.

b
(b) s. Approximation von [ fds durch verallgemeinerte Riemann-
a
sche Summen. Ist f eine stetige Funktion, so existiert zu jedem ¢ € R,

,,,,,

-----

daf

<E.

/ab f(t)ds — zi: f&k) - (s(tr) — s(tr—1))

(a) s. Seien v = (v1,72): I — R? eine Kurve mit y(I) € S', a € I, und
0y € R, so daB v(a) = e etwa 0y = arg(y(a)), vgl. Abschnitt 7.19. Dann
gilt v = € mit der stetig differenzierbaren Funktion

0 =6y +/ (717s — y2y) de.

(Tip: Mit dem kanonischen Skalarprodukt des R? berechne die Ablei-
tung (v, e?) und wende an geeigneter Stelle die Cauchy—Schwarzsche
Ungleichung an.)

(b) m. Zeige, daB jede Kurve a: I — C mit 0 ¢ (/) eine Polarkoordinaten-
darstellung besitzt; vgl. Beispiel (c¢) aus Abschnitt 9.6.
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158. m. Berechne die Absolutkrimmung der Archimedischen Spirale

a: [0,00] = C,t—t-e"

159. (a) Skizziere die folgenden Kurven und untersuche sie auf Differenzierbarkeit
und Regularitat:
(i) m. Neilsche Parabel: a: R — R? ¢t — (12, 1%),
(ii) s. Kardioide: 8: R — C,t — (1 + cos(t)) - ™.
(b) m. Seien a,b € R mit a < b. Bestimme die Lénge des Bogens der Parabel
y = x* zwischen (a,a?) und (b, b?).
(c) s. Eine Kreisscheibe vom Radius r in R? rolle gleichformig die z-Achse ent-
lang. Die durch einen Punkt p auf dem Rand der Kreisscheibe beschriebene
Kurve a: R — R? heifit Zykloide.
(i) Berechne « fiir den Fall «(0) = (0,0).

(ii) Berechne die Bogenliange der Zykloide, die einer vollsténdigen Ro-
tation der Kreisscheibe entspricht.



