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228. Es sei F = H FE). ein Produkt reeller Banachraume, F' ein weiterer reeller

Banachraum, G C FE eine offene Teilmenge, a € G und f: G — F eine auf ganz
G differenzierbare Abbildung in einen Banachraum F', die in a sogar zweimal
differenzierbar ist. Zeige:

(a) m. Fiir jedes k =1, ..., n ist die Funktion
af
: G = L(E; F
(9pk — ( ks )

in a partiell nach p; differenzierbar.
Wir definieren damit

82f D) @ <8
Apiopr " \op;

(g;;)(a)) € L(E;, Ex; ).

(Tip: Nach Aufgabe 227 ist 8f ( ) = D, foing, wobei in, die stetige lineare
(?7) Abbildung Ey, — E, vy |—> (O 50,0, 0,...,0) bezeichnet.)
(b) m. Fiir v, € Ej, ist

of
F, S ().
g: G — p>—>8pk() Vg,

in a partiell nach p; differenzierbar, und zwar mit
0 f
OpiOpx,

dg

(@)(vi vx) =

-(a) - v;.

*Zu bearbeiten bis zur Ubung am 10. November 2022. Von den 20 zu erreichenden Punkten
werden maximal 15 Punkte angerechnet.
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(Tip: Betrachte die stetige lineare (?) Abbildung ev,, : L(Ey, F') — F, A —
Awy, fiir festes vy, € Ey.)

(c) s. (5 Punkte) Es gilt folgende Verallgemeinerung des Schwarzschen Ver-
tauschungssatzes:

o*f
OpiOpy,

(@) 00) = =2 (@) (v, v0).

B OprOp;

Vi,k=1,...,nVv; € E;Vv, € E}.:

m. Zeige: Ist P: E — F' ein Polynom vom Grade hochstens n, so ist auch die
Funktion Q: £ — F,p+— P(p — a) ein Polynom vom Grade héchstens n.

(Tip: Wieso kannst Du Dich auf die Untersuchung eines homogenen Polynoms
P beschranken?)

m. Es seien n, m € Ny natiirliche Zahlen mit n < m und Py, Py, ..., P,,
Qo, Q1, ..., Qn: E — F homogene Polynome; dabei haben P, und @) je-
weils den Grad k. Zeige: Es gilt folgende Verallgemeinerung des Satzes vom
Koeffizientenvergleich:

k=0 k=0

s. (5 Punkte) Bestimme das Taylorpolynom 2. Ordnung von f := z¥: R, X
R — Rina=(1,0).

s. (5 Punkte) Verwende das ,Rezept* aus Abschnitt 13.16 um ein Integral-
restglied fiir die Taylorformel im Mehrdimensionalen aus dem eindimensionalen
Fall (siehe (c) im Theorem aus Abschnitt 9.3) herzuleiten.

Bestimme samtliche kritische Punkte, lokale Minima, lokale Maxima und Sat-
telpunkte der folgenden Abbildungen f: R? — R:

(a) m. f(z,y) =2’ + 6xy +y°,
sin(x) — 2

(b) s. (5 Punkte) f(z,y) = 1+

m. Fine Warenhauskette plant die Errichtung eines Warenlagers, von dem aus
ihre Warenhduser in n etwa gleich grofien Stadten an den Orten A;, As, ...,
A, beliefert werden sollen. Um die Transportkosten moglichst gering zu halten,
soll das Lager an einer Stelle L gebaut werden, fiir die die Abstandssumme

r(L) = Y ||Ax — L|| minimal ist. Zeige:
k=1
(a) Dieses Optimierungsproblem besitzt (mindestens) eine Losung.
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(b) Aus der allgemeinen Theorie leite unter der Voraussetzung L ¢ {A;, ..., A,}
eine notwendige Bedingung fir die Lage von L her. (Tip: grad, r.)

(c) Arbeite fir n € {2,3,4} die Losung explizit aus.
(Tip: Was bedeutet es geometrisch, wenn die Summe von n Einheits-
vektoren verschwindet? Im Falle n = 3 unterscheide die Félle, daf3 alle
Winkel des Dreiecks A(A;, Ag, Az) kleiner als 120° sind, bzw. einer der
Winkel grofler oder gleich 120°. Im ersten Falle reicht es, wenn die Losung
durch verschieben eines Sterns wie im Logo einer bertihmten schwabischen
Automarke gefunden wird.)



