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m. Beweise, dafl fiir alle a, b € R mit a < b gilt:
x 1 1 > 1 1
b] = — = b+ — d bl = —,b— -]
0.6 = (Vo= b ([ wnd Jabl= Ul 0]

Folglich enthélt jede o-Algebra 2 C PB(R), welche alle offenen (bzw. alle
abgeschlossenen) Intervalle enthélt, auch alle abgeschlossenen (bzw. alle offenen)
Intervalle.

m. Gib ein Beispiel einer nicht mefibaren Funktion f: R — R an, fir die | f|
meBbar ist; es darf benutzt werden, dafi B(R) C P(R); vgl. Aufgabe 2 aus
Abschnitt 15.7. (Vergleiche dies mit Proposition 3 aus Abschnitt 15.2.)

m. Zeige: Fir jedes R € R, ist die Abschneide-Funktion
R  furte€]R, o0,

X R—=R,t—{t firte|-R,R]
—R fiir t € [—00, —R)|

Borel-mefibar. Daher (?) ist auch fiir jede Funktion f € M(X,2) die ,abge-
schnittene® Funktion
R fiir f(p) €]R,00),
fre X = Rop= 4 fp) fir f(p) € [-R, R],
—R fir f(p) € [-o0, —R|

eine A-meBbare Funktion.

*Von den 30 zu erreichenden Punkten werden maximal 25 Punkte angerechnet.



262. s. (5 Punkte) Es seien a, b € R reelle Zahlen mit a < b. Zeige, dass jede
Regelfunktion f € R([a,b], R) Borel-meBbar ist, also

R(la, 0], R) € M([a, b], B([a, ])).
Zeige auch, da R(R,R) € M(R,B(R)).

263. m. Elementare Konstruktion von Maflen. Es sei Sei (X, 2) ein meBbarer
Raum. Zeige:

(a) Seien p ein Maf auf (X, 2) und Ay € 2. Dann ist
A— R, A u(AN A

ebenfalls ein Maf auf (X, 2l).

(b) Sind w1, ..., p, MaBe auf (X,2() und sind a4, ..., a, nicht negative reelle
Zahlen, so ist

> ai - p
k=1
ebenfalls ein Maf§ auf (X, 2).
(c) Ist (ftn)n>1 eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (X, 2l), so ist

227"
n=1

ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (X, 21).

264. s. (10 Punkte) Seien n € Ny und a: [a,b] — R" ein rektifizierbarer Weg
(vgl. Abschnitt 9.6). Zeige, dafl seine Spur a([a, b]) eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Folglich (7) sind Peano-Wege niemals rektifizierbar.

(Tip: Wahle einen « hinreichend gut approximierenden Streckenzug o und
skizziere die e-Umgebung U.(o([a, b])); weiterhin benutze die Charakterisierung
Lebesguescher Nullmengen aus Abschnitt 15.3.)

265. m. Es sei (A,)n>0 eine Folge von Teilmengen einer Menge X. Zeige:

n—1
(a) Setzen wir E,, = U Ay und F,, = A, \ E, fur n > 0, so ist (E,) eine
ki

=0
monoton wachsende Folge von Teilmengen (d.h. £, C E,; fur alle n > 0)
und (F),) eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen (d.h. F, N F,, =0
fir n # m) mit

UE. = F = A
n=0 n=0 n=0

2



(b)

(d)

Es gelten

limsup A,, == ﬂ U Ay ={peX||{neNy|pe A} =00}

n—oo m=0 n=m

und

o

liminf A, == |J [ Av={pe X |{n €Ny |p¢ A}| < oo}.

m=0n=m

Es gilt weiter
0 C li%gg.}fAn Climsup A4, C X.

n—oo
Zeige auflerdem: Sind die A,, Elemente einer o-Algebra 2, so gilt auch
liminf A, limsup A4,, € 2.

n—00 n—o00

Wie die Bezeichnungen schon andeuten, werden diese Mengen der Limes
inferior bzw. der Limes superior der Folge (A,) genannt.

Ist (A,) eine monoton wachsende Folge (vgl. [(a)), so gilt

limsup A,, = U A, = liminf A,,;
n—o0 =0 n—oo

ist (A,) eine monoton fallende Folge (d.h. A, D A, fir alle n > 0), so
gilt

liminf A,, = ﬂ A, =limsup A,.
n—00 ne0 N—00

Im Falle limsup A,, = lirg inf A,, nennen wir diese Menge den Limes der
n—00 n—00

Folge (A,), dim A,

Zeige durch Angabe eines Beispieles einer Folge (A,,), daB nh_)rgo A, existieren

kann, obwohl die Folge (A,) weder monoton wéchst noch fallt.

Sei (X, 2, 1) ein Mafiraum und (A,,),>o eine Folge in . Zeige:

1 (liﬁg}f An) < h??l)g}f 1 (An) )

266. s. (5 Punkte) Fir jede Folge (A,,),>0 von Teilmengen einer Menge X gilt

Llimsup 4, = limsup 14,.

n—s o0 n— 00



267. s. (10 Punkte) Das Cantorsche Diskontinuum. Es sei

K = {Z ar- 107" e R ‘ ay € {0,9}}.
k=1

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dafl K eine tiberabzéhlbare, kompakte Lebesgue-
Nullmenge ist. Dazu beweise folgende Schritte:

(a) Die Funktion
o0 1 o0
e K —[0,1,a=>a;- 107" -> q;-27F
k=1 93

ist wohldefiniert und surjektiv. Weiterhin gilt | K| = |[0, 1]|.
(Tip: Abschnitte 5.14 und 7.10.)

(b) Fiir jedes n € Ny definieren wir kompakte Intervalle I,, . == [anx, bni] C R

fur k=1, ..., 2" rekursiv durch
In1=[0,1]
und
Lni1 261 = [Qn g, Qn g + 10_(n+1)]
und

Lisiok = [bog — 107D 5, 4],
Schlieflich sei o
Kn = U In,k-
k=1
2'71
(i) Berechne fir alle n € Ny das ,Ma“ L,, .= > A(I,x) von K,.
k=1
(i) Zeige Kn = {3 az-107* | ar, ... an € {0,9 Aans1, ... € {0,...,9}}.
k=1
(iii) Zeige K = ﬁ K,.
n=0

Also (7) ist K eine Lebesguesche Nullmenge (und eine Borel-Menge).



