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268. s. (10 Punkte) Differenzierbare Bilder Lebesguescher Nullmengen.
Ziel der Aufgabe ist der Beweis folgender Aussage:

Ist G eine offene Teilmenge des R™, f: G — R" eine C'-Abbildung
und N C G eine \"-Nullmenge, so ist auch das Bild f(N) eine
A"-Nullmenge.

Da geschickterweise bei der Bearbeitung der Aufgabe die Charakterisierung
Lebesguescher Nullmengen aus Theorem 2 aus Abschnitt 15.3 verwendet wird,
ist es sinnvoll, im folgenden den R™ mit der Supremumsnorm zu versehen.

Der Beweis erfolgt unter Benutzung der in Abschnitt 15.3 eingefiihrten Bezeich-
nung K,,(G) in folgenden Schritten:

(a) Es sei zundchst zusatzlich vorausgesetzt, dafl es eine Konstante ¢ € R
gibt, so daBB Vp € G: || D, f|| < c ist. Zeige:

(i) Zu jedem abgeschlossenen Wiirfel Qg C G mit Mittelpunkt a € R™
existiert ein Wiirfel @f, mit Mittelpunkt f(a), so daB

f(Qo) €@y und  A"(Qp) < " A"(Qo).

(i) Ist @ C G irgendein abgeschlossener Quader, so ist f(IN N Q) eine
A"-Nullmenge.
(iii) Fir jedes m € Ny ist f(N N K,,(G)) eine \*-Nullmenge, also (?)
ist auch f(N) = f(N N G) eine \"-Nullmenge.
(b) Nun beweise vermittels [(a)] in der allgemeinen Situation, daB fiir jedes

m € Ny das Bild f(NNK,,(G)°) eine A"-Nullmenge ist, und folgere daraus,
daB auch f(N) eine A"-Nullmenge ist.

*Es sind maximal 20 Punkte zu erreichen.



Gilt die Aussage auch noch, wenn f nur als stetig vorausgesetzt wird?
269. m. Bilder niederdimensionaler Teilmengen sind diinn.

(a) Seien G eine offene Teilmenge des R* und f: G — R" eine C'-Abbildung.
Ist dann k < n, so ist das Bild f(G) eine Lebesguesche Nullmenge.

Insbesondere (?) sind daher alle echten Untervektorraume des R™ Lebes-
guesche Nullmengen.

(Tip: g: R"* x G = R", (p,q) = f(q).)

(b) Jede k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit M von R" ist eine Lebes-
guesche Nullmenge, wenn k£ < n.

270. s. (5 Punkte) Ist g € M*(X,2), so wird durch
fhg: ‘21—>ﬁ,Ar—>/Agd,u

ein Mafl auf 2 definiert; wir sagen, dafl p, das Mafl der Dichte g beziiglich
ist. Dieses Maf ist absolut stetig beztglich g, d.h. DX, A, ) T N(X, A, pg);
weiterhin gilt:

vfe MY, [ fdug= [ f-gap.

(Tip: Zum Beweis der o-Additivitédt von p, beachte das Korollar 2 in Ab-
schnitt 15.4. Zum Beweis der Integralgleichheit: 1. Schritt: f =1, mit A € 2;
2. Schritt: f € EY(X,2); 3. Schritt: f € MT(X,2).)

271. m. Sind ¢, ¢ € ET(X,2A), so sind auch ¢ - 1, sup(p,¥), inf(p, ) € EX(X,A).

272. m. Ist v das ZahlmaB auf Ny, so ist jede nirgends negative Funktion f: No — R
ein Element von M™ (N, B(Np)) und

/fduzgﬂn).

273. m. Sei f € MT(X,2) eine Funktion, fiir welche [ f du < oo ist. Dann gilt:

(a) Fir jedes a € R, hat die Menge M, == {p € X | f(p) > a} ein endliches
p-MaB.

(b) Die Menge My = {p € X | f(p) > 0} ist o-endlich, d.h. es existiert eine
Folge (A,,) von Mengen A,, € 2 mit u(A,) < oo und My C U A,.

(c) Zu jedem e € R, existiert eine Menge A € 2 derart, dafl (A) < oo und
[fau< [ fduse
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(Tip: Arbeite mit einer Abbildung ¢ € E1(X, ), fir welche ¢ < f und
Jfdp < [pdu+e gilt.)

274. m. Es sei \ das Lebesguesche Mafl auf R.

(a) Ist f, = % “ 1n,oo], 80 ist (fy)n>1 eine monoton fallende Folge, die gleich-
méfig gegen f = 0 konvergiert. Gilt

] =07
lim / £.d) = 07
Welche Schliisse kénnen wir aus diesem Beispiel fiir monoton fallende
Folgen auf M™ (X, ) ziehen?
(b) Modifiziere [(a)| indem Du die Folge f, := + - 1j,, betrachtest. Das Lemma
von FATOU muf} ja anwendbar sein; wie sehen da die Verhéltnisse aus?

(c) Modifiziere|(a)} indem Du die Folge der Funktionen f,, :==n-1, 1 2y betrach-

test. Ist die Konvergenz von (f,,) gegen f = 0 gleichméafBig? Wle sehen die
Verhéltnisse beim Lemma von FATOU aus?

275. s. (5 Punkte) Es seien 2, B C PB(X) zwei o-Algebren tiber einer Menge X

und p: A — R und v: B — R zwei Mafle, und zwar sei v eine Fortsetzung von
u, d. h.

ACB und p=vA
Dann gilt:
(a) M(X,2) C M(X,B), EF(X,2A) C ET(X,DB), Mc(X, ) € Mc(X,B),
M(X, ) € M(X,B) und MT(X,2) C MH(X,B).
(b) DX, 2, p) € N(X,B,v).
(c) Fir alle p € EM(X, ) gilt [@du= [@dv.

(d) Fiir alle f € M (X, ) gilt [ fdu= [ fdv. (Tip: Beachte Lemma 1 aus
Abschnitt 15.4.)



