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s. (10 Punkte) Sei K C R" eine kompakte Teilmenge, fiir die K° = K gilt
(z.B. ist jedes Intervall [a,b] mit —oco < a < b < oo eine derartige kompakte
Teilmenge von R). Zeige:

(a) Die Einschréankung der Pseudonorm ||-||; aus Abschnitt 15.6 auf den
Untervektorraum C°(K, C) C L&(K, \") ist eine Norm. Insbesondere gilt:
Sind f, g € L&(K, \") stetige Funktionen, so folgt aus [f] = [g] bereits

f=g
(b) Beziiglich der Norm aus [(a)] ist aber C°(K, C) nicht vollsténdig; beweise
dies fir n =1 und K = [—1,1].

m. Konvergiert eine Folge (f,,) von Funktionen f,, € £(X, 2, u; E) im p-Mittel
gegen eine Funktion f € £1(X, 2, u; E), so gilt

[ fdu= Jim [ f.dp.

m. Konvergiert eine Folge (f,,) von Funktionen f, € £(X,2l, u; E) im p-Mittel
gegen ein f € L1(X, 2, u; E), so braucht sie dennoch nicht u-fast iiberall gegen
f zu konvergieren.

(Tlp X = [07 1]7 H= Ax, E=R, fo= 1[0,1]7 fi= 1[0%}) fa = 1[%,1]7 f3= 1[0,%]7

m. Es seien f € M(X,2; E) und 1 < p < oco. Dann gilt:

1
3

(a) Existiert ein g € LP(X, 2, p; E) mit f = g, S0 ist auch f € LP(X, 2, u; E).
(b) Ist pu(X) < oo und ist f beschrinkt, so ist f € LP(X, A, u; E).

*Von den 25 zu erreichenden Punkten werden maximal 20 Punkte angerechnet.



291. s. (10 Punkte) Sei 1 < p < oo. Es sei (f,,) eine Folge in L£P(X, A, u; E),
die punktweise gegen eine Funktion f € M(X,2, u; F) konvergiert. Zeige in
jeder der drei folgenden Situationen, dafl auch f € L£P(X, 2, u; E) ist und dafl
lim || f, = f]l, = 0.

(a) Es existiert eine Funktion g € £(X, 2, u) derart, dafl

1fall” < g.
fiir alle n.
(Tip: Beachte auch || f, — f||’ <2?-g.)
(b) Esist u(X) < oo, und es existiert eine Konstante C' € R, mit

[fnll < C

fur alle n.

(c) Esist u(X) < oo und die Konvergenz von (f,,) gegen f ist gleichméBig.
292. s. (5 Punkte) Sei 1 < p < 0.

(a) Ist u(X) < oo, so gilt LP(X, A, u; E) C LYX, 2, u; E).

(b) Im allgemeinen gilt weder £P(X, 2, u; E) C LY(X, 2, p; E) noch umgekehrt
LYX, A, 5 E) € LP(X, A, 13 E).
(Tip:p=2, X=R,pu=X\ F=R. Firs € R_sei f: R > R
die triviale Fortsetzung von z°: R, — R; betrachte nun fiir geeignete
Intervalle I C R, die Funktion f;-1; € M(R,B(R)).)

293. m. In der Situation der Aufgabe 275 ist fiir alle 1 < p < 00
LP(X, A E) = M(X, 2, E)NLP(X,B,v; E),

und die Pseudonorm ||-[|, von LP(X, B, v; E) ist eine Fortsetzung der entspre-
chenden Pseudonorm von £P(X, 2, u; F).

(Tip: Beachte auch Aufgabe 286.)



