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305. m. Guldinsche Regel fiir das Volumen eines Rotationskorpers. Es seien
K C [0,00[ x R C R? eine kompakte Menge (in der (z, z)-Ebene) und R die
x-Koordinate des Schwerpunktes von K (vgl. Aufgabe 304).

Dann hat der Rotationskorper
K* = {(rcos(p),rsin(p),t) € R*| (r,t) € K Ay € [0,27]}

das Volumen
N(K*) =271 R- ) (K).

306. (a) m. Sei M das Segment des Einheitskreises im R?, welches von der Sehne

von (1,0) nach (0, 1) begrenzt wird. Berechne [ zyd\?.
by

(b) m. Auf dem Effelsberg regnet es und der Abfluf} in der Parabolantenne des
Radioteleskops ist verstopft. Wie hoch steht das Wasser im Spiegel, wenn
n mm Niederschlag fallen? Der maximale Durchmesser der Antenne betragt
100 m; die Antenne wird durch die Parabel f = a-x? mit @ = 8,336-1072/m
parametrisiert.

(c) s. (5 Punkte) Holzwurm Woody friit zentral mitten durch eine kleine
Holzkugel von zwei Zentimetern Durchmesser ein zylindrisches Loch von
zwei Millimetern Durchmesser. Wieviel Gramm Holz verspeist er dabei,
wenn die Dichte p des Holzes genau 0,7 g/cm?® betragt?

307. s. (10 Punkte) Approximation des Dirac-Mafles. Es seien

1 2
= exp(—z7)

*Von den 35 zu erreichenden Punkten werden maximal 25 Punkte angerechnet.



und

pn=mn-p(n-z)

fir alle n € N;. Weiter sei u, das Mafl auf R mit der Dichtefunktion p,
beziiglich des Langenmafles \. Zeige:

(a) Fir alle n € Ny ist [ p,d\ = 1; daher (7) ist jede stetige beschrénkte
Funktion f: R — R eine p,-integrierbare Funktion.

(Tip: Beispiel 15.10.)
(b) Es gilt
lim p,(t) =

n—00 oo furt=0.

{0 fiir t £ 0,

(c) Fiur jede stetige beschrankte Funktion f: R — R ist

/fd51 — lim [ fdu,.

n—00

Im Sinne dieser Aussage konnen wir also sagen, daf3 die Mafle i, gegen
das Dirac-MaB §' := §y konvergieren.

308. m. Seien G eine offene Teilmenge eines Hilbertraumes H und f: G — R eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zeige: Ist a: J — G eine Integralkurve
des Gradientenfeldes grad f und existiert ein ¢y € J mit grad, ) f # 0, so ist
f o« eine streng monoton wachsende Funktion.

309. m. Sei X := (1,1 +%?%): R?* - R?. Berechne den maximalen Fluf} ®: D — R?
von X. Gib im Falle der Existenz ein Potential von X an; das ist eine Funktion

f:R? - R mit X = grad f.

310. m. Das Flichenelement einer Graphenfliche. Es sei K C R"™ kompakt
mit K° = K. Weiter sei f: K — R eine C'-Funktion und

F: K =R pw (p, f(p))

ihr Graph. Dann ist das Flachenelement von F' durch

pr(p) = J 1+ i(gﬂf (p)>2

gegeben. (Dies kann als pythagoriische Darstellung des Flachenelementes be-
zeichnet werden.)



311.

312.

313.

s. (5 Punkte) Berechne den Fliacheninhalt desjenigen Teils des hyperbolischen
Paraboloids

{peR? | z(p) = 2(p) -y(p)},
der iiber
{peR* | 2(p)* +y(p)* < 1 2(p),y(p) > 0}
liegt.
s. (10 Punkte) Guldinsche Regel fiir die Oberfliche eines Rotations-

korpers. Ist ¢ = (¢1,...,¢,): [a,b] = R™ eine A-fast iberall regulire Kurve, so
definieren wir den Schwerpunkt von c als

S(c) = —C-/c(:vl,...,xn) dA.

Sei jetzt ¢ = (c1,¢2): [a,b] — R? eine A-fast tiberall injektive solche Kurve mit
A-fast iiberall ¢ > 0, und sei s = (s1, s9) der Schwerpunkt von c. Zeige:

(a) Die Abbildung
F: [a,b] x [0,27] — R?,
(t, ) = (c1(t), ca(t) - cos(p), ea(t) - sin(yp))

ist ein 2-dimensionales Pflaster im R®. Es heifit ' das von ¢ erzeugte
Rotationsflachenstiick.

s gilt = 2mwsqL(c). (Dabel ist 2ms, die Lange des Weges, den der
b) Es gilt \2(F) = 2ms,L Dabei ist 27s, die La des W den d
Schwerpunkt von ¢ bei einmaliger Rotation um die z-Achse zuriicklegt.)

s. (5 Punkte) Finde 2-dimensionale Flachenstiicke F' wie in Aufgabe [312.]
welche auf dem Inneren des Definitionsbereiches injektiv sind, deren Bild

(a) die Sphire vom Radius r in R3 bzw.

(b) der Torus mit Seelenradius R und Wulstradius r

ist, und berechne jeweils \*(F).
(Tip: Kugelkoordinaten und Aufgabe 247.)



