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322. s. (10 Punkte) Seien G eine offene Teilmenge eines Banachraums E. Zeige:

(a) Ist w eine C%-Form vom Grade n, so gilt
d*w = d(dw) = 0.
(b) Ist E =R", X: G — R" ein C""'-Vektorfeld und w die C""'-Form
w=det(X,...)

vom Grade n — 1, so hat dw als C"-Form vom Grad n die Gestalt f - det
mit einer Funktion f € C"(G,R). Diese Funktion heifit die Divergenz
oder Quellstdrke von X und wird mit div X bezeichnet. Sie erfiillt also die
charakteristische Gleichung

ddet(X,...) = (divX) - det.
Ist X = i X; - ¢; mit Funktionen X; € C"™ (G, R), so ist
i=1

div, X = Z %X = tr(J,X) = tr(D,X).
T

(c) Ist E=R3, X: G — R? ein C""'-Vektorfeld und w die C""!-Form
w = <X= > )

so hat dw als C"-Form vom Grad 2 die Gestalt det(Y,-,-) mit einem
geeigneten C"-Vektorfeld Y: G — R3. Dieses Vektorfeld Y heifit die

*Es sind maximal 35 Bonuspunkte zu erreichen.



Rotation oder Wirbelstarke von X und wird mit rot X bezeichnet. Es
erfiillt also die charakteristische Gleichung

d(X,-) = det(rot X, -, -);

3
vgl. auch Beispiel (a) aus Abschnitt 16.11. Ist X = > X;-e; mit Funktionen
i=1
X; € C™"(G, R), so ist
0X; 00X, 0X7 0X3 0X, (9X1>

£ X = - - _
ro ((91:2 8333 ’ (91:3 8%1 ’ 8231 8x2

(d) Sei E = R3. Zeige:
(i) Fir jede C?-Funktion f: G — R ist
rot(grad f) = 0.
(ii) Fir jedes C*-Vektorfeld X: G — R3 ist
div(rot X) = 0.
(Tip: [(a)l)
323. s. (5 Punkte) Sei X = (z,y% 2%): R* — R®. Berechne erneut den Fluff des

Vektorfeldes X durch die Oberflache des Wiirfels; dieses Mal mit Hilfe des Satzes
von GAUSS. Vergleiche das Ergebnis mit dem Ergebnis von Aufgabe 314.

324. s. (10 Punkte) Berechne

(a) /((m — )3 dx + 2® dy) mittels des Satzes von GREEN, wobei S die (ma-
S
thematisch positiv orientierte) Kreislinie um 0 mit dem Radius 1 in R?
ist;

(b) /(my +yz + zx) dA\* mittels des Satzes von GAUSS, wobei S = {p € R? |
S

2(p),y(p), 2(p) 2 0,x(p)* +y(p)* + 2(p)* < 1};
(c) /S(yz2 dx + (v2* — 2x) dy + 22yz dz) mittels des Satzes von STOKES, wobei
S = {peR3| z(p) = cos(t),y(p) = sin(t), z2(p) = cos(t),t € [0, 27]}.
325. s. (5 Punkte) Eine Formel fiir den Flicheninhalt einer ebenen Figur.
Sei ein positiv orientiertes C*-Pflaster F': [0,1] x [0,1] — R? im R? gegeben;
sei weiter a: [0,4] — R? seine ,Randkurve®, welche durch
F(t,0) fir 0 <t <1,
F(l,t—1) fir1<t<2,
F(3—1t1) fir2<t<3,
F0,4—1) fir3<t<4

a(t) =

2



326.

definiert ist. Zeige:
N (F) = / x dy.

s. (5 Punkte) Abschmelzen eines Schneeballs. Das Volumen V' eines ku-
gelférmigen Schneeballs vermindere sich durch Abschmelzen mit einer zeitlichen
Rate, die proportional zur jeweils vorhandenen Oberflache F' ist, also

qv
Y A F
a

wobei « die bekannte ,,Schmelzkonstante® ist. Sei rq der Radius des Schneeballs
zu Beginn des Abschmelzvorgangs; r(t) sein Radius nach Ablauf der Zeit t.
Nach einer Zeiteinheit moge sich das urspriingliche Volumen V4 = V(0) um
p Prozent vermindert haben. Zeige, dafi 7(t) = ro — at ist und daf} die gesamte
Schmelzzeit T durch ]

1= (1 )
gegeben ist. Wihle als Zeiteinheit 1 Stunde, gib Dir einige p-Werte vor, und
berechne die zugehorigen Schmelzzeiten.

Das obige mathematische Modell kann auch fiir das Lutschen eines runden
Bonbons verwendet werden. Allerletzte Ubungsaufgabe: Verifiziere das obige
Ergebnis experimentell.

Wir wiinschen Euch allen ein erfolgreiches weiteres Studium!
MARC NIEPER-WISSKIRCHEN und LUKAS STOLL



