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30. Fiir v = (v;) € R™ definieren wir

n
0]l = max{|vi], v, ..., 0|} und o], = > v}
=1

Offenbar ist dann
d(u,v) = [jv —ul

die in Abschnitt 3.3 eingefiihrte Metrik des R"™. Durch

d(u,v) = [lv = ull,

wird eine weitere Metrik des R", die sogenannte euklidische Metrik definiert.
Die e-Umgebungen beztiglich d und d werden im folgenden mit U.(p) bzw. U.(p)
bezeichnet. Zeige:

(a) m. Yo e R": c|jv]], < ||v|l, < Cvl]l, mit ¢ :=1/y/n und C = 1.
Sind die beiden Abschitzungen scharf, d. h. wird die Aussage falsch, wenn
Du ¢ durch eine grofiere bzw. C' durch eine kleinere Konstante ersetzt?
(b) s. Vv € R"Ve € Ry: U.(v) C U.(v) C (75\/5(11).
(c) s. Sei E ein weiterer metrischer Raum. Dann gilt:
(i) Eine Abbildung f: £ — R" ist genau dann in py € E beziiglich d
stetig, wenn f in py beziiglich d stetig ist.
(ii) Eine Abbildung g: R" — F ist genau dann in vy € R™ beziiglich d
stetig, wenn g in vy beztiglich d stetig ist.

*Die Ubungsblitter sind bis zur Ubung am 30. November 2021 zu bearbeiten



31.

32.

m. Seien M eine nicht leere Menge und

B(M)={f: M — R | f ist beschrankt}.
Dabei heifit f beschrinkt, wenn eine Konstante C' > 0 mit |f(p)| < C fir alle
p € M existiert.

Fir f, g € B(M) und a € R definieren wir f +¢g: M - R und af: M - R
durch
(f +9)(p) = f(p) +9(p) und (af)(p)=a-f(p)

fir alle p € M. Dadurch wird B(M) offenbar zu einem reellen Vektorraum.
Weiterhin definieren wir fiir jedes f € B(M):

1/l = sup{f ()] | p € M}.
Zeige, daB ||-|| eine Norm auf B(M) ist, das heifit, es gelten die folgenden
LAxiome*:
(NO) Vf e BM): |[fllo =0,
(N1) Vf e B(M): (f =0 < [fll =0),
(N2) Vo e RVf € B(M): [lafll, = laf - [|fll.
(N3) Vf,g € BIM): |If + 9l <1l + ll9ll-
Daher (7) ist d: B(M)x B(M) = R, (f,g9) = || f — gl eine Metrik auf B(M).
S.

(a) Sei E eine Menge. Eine Funktion d: E x E — R heifit eine Fastmetrik
auf E, wenn fiir d die vier Axiome (M0)—(M3) aus Abschnitt 3.1 gelten.
Eine Fastmetrik d auf F ist offenbar genau dann eine Metrik auf F, wenn
d(p,q) < oo fur alle p, ¢ € E gilt. Sei weiter ® die Funktion

o firt e 0,00,
O:[0,00] = [0,1], £ {1H T 10, 0]
1 fir t = oo.

Zeige: Ist d: E X E — R eine Fastmetrik auf E, so ist ® o d eine Metrik
auf E.

(b) Sei M eine nicht leere Menge und
AM) ={f: M — R}.
Beweise: Die Abbildung
d: A(M) x A(M) = R, (f.g) = sup{|f(p) — g(p)| | p € M}
ist eine Fastmetrik auf A(M).



33. (a) m. Zeige: Die Funktion

FROR.o sin(1/t) firt¢#0
' 7 0 firt =20

ist in 0 nicht stetig. Ist z - f: R — R in 0 stetig?
(b) s. In welchen Punkten ist die Funktion

t firteQ

R —>R,t—
g {t2 firt e R\ Q

stetig?

34. m. Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Beweise: Eine Abbildung zwischen
metrischen Raumen F und E', f: E — FE’, ist in pg € E stetig, wenn es ein

e € Ry gibt, so daBl f|U.(po) in py stetig ist.

35. m. Aneinanderheften stetiger Funktionen. Es seien a, b, ¢ € R Zahlen mit
a < b < ¢, E ein metrischer Raum, sowie f: [a,b] = E und g: [b, ¢] — E stetige
Abbildungen mit f(b) = g(b). Zeige, dafl dann genau eine stetige Abbildung

h: la,c] — E mit
hlla,b] = f und h|[b,c] =g

existiert.



