Universitat Augsburg Wintersemester 2022/23

Weihnachtsiibung zur Analysis 111

Prof. Dr. Marc Nieper-Wifkirchen Lukas Stoll, M. Sc.
06. Dezember 2022 — 12. Januar 2023 *

294. Es mufl wohl kurz vor Weihnachten und nach einem sehr langen Arbeitstag
gewesen sein, als die Oberbiirgermeisterin der Stadt Augsburg beschlof}: |, Augs-
burg braucht ein neues Schwimmbad! Und zwar soll es die schnellste Rutschbahn
haben, die moglich ist!“

Nun, als die Ingenieure der Stadt Augsburg iiber die Sache nachdachten, wurden
sie gewahr, dafl die Biirgermeisterin sie mit einer gar nicht so leichten Aufgabe
konfrontiert hatte. Ihnen war nicht klar, wie eine Rutschbahn auszusehen hatte,
damit man auf ihr moglichst schnell rutscht. Eine Gerade zwischen dem Start-
und dem Endpunkt der Rutsche ist jedenfalls nicht die optimale Losung (obwohl
dies die kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Punkten ist). Ist die Rutsch-
bahn namlich in der Nahe des Startpunktes steiler, so nimmt zwar die Léange der
Rutschbahn zu, aber sie wird in einem grofleren Teilstiick schneller durchrutscht.
Wie nun mufite die genaue Form der Rutschbahn sein? Die Ingenieure wufiten
keinen Rat und wandten sich daher an die Horer der Analysis III. Jetzt sind Sie
dran!

Ein Abstecher in die Gefilde der Variationsrechnung: Das Brachis-
tochronen-Problem. Im Jahre 1696 veroffentlichte JOHANN BERNOULLI
das Brachistochronen-Problem (griechisch fiir ,kiirzeste Zeit*): Es seien zwei
Punkte A und B einer iiber dem Boden senkrechten Ebene vorgegeben, die
nicht vertikal iibereinander liegen. Man finde, falls moglich, diejenige Kurve,
die die beiden Punkte A und B so verbindet, dafl ein Massenpunkt, der in A
mit Geschwindigkeit 0 startet und langs dieser Kurve unter dem Einflul der
Schwerkraft unter Vernachlissigung von Reibungskraften von A nach B gleitet,
in der kiirzest moglichen Zeit in B eintrifft.

JOHANN BERNOULLI gab an, bereits eine Losung zu kennen, forderte jedoch
die groflen Mathematiker seiner Zeit auf, ihrerseits das Problem zu losen.

*Es sind maximal 25 Bonuspunkte zu erreichen.
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Dieser neue Aufgabentypus fiithrte zur Entwicklung einer neuen mathematischen
Theorie: der Variationsrechnung.

Zur Formulierung und Losung des Problems. Wir gehen davon aus, daf3
das Problem eine Losung besitzt. Wir betrachten die Ebene R? mit horizontaler
z-Achse und vertikaler y-Achse, wobei die positive Richtung der y-Achse in
Richtung des Erdmittelpunktes zeigt.

Es sei A= (0,0) und B = (a,b) mit a > 0 und b > 0 (Warum nicht b < 07). Wir
nehmen an, dafl die Spur der gesuchten Kurve durch den Graphen einer stetigen
Funktion ¢g: [0,a] — R beschrieben wird, daf also v: [0, a] — R2,t — (, ¢0(t))
eine Parametrisierung der gesuchten Kurven ist, dal ¢o|]0, a] € C?(]0,a[, R;)
und ][0, a] > 0; somit befindet sich die Kurve abgesehen von Anfangs- und
Endpunkt unterhalb des Niveaus von A.

Aus der Mechanik wissen wir, dafl die , Gleitzeit“ eines Massepunktes entlang
einer Kurve [0,a] — R? t — (¢, ¢(t)) durch

T(p) = /Oa<m>édw

gegeben ist, wobei g = 9,81m/s? die Erdbeschleunigung ist. Hierbei handelt es
sich um ein beiderseitig uneigentliches Integral.

Wir definieren nun

L:G::RXR+XR—>R,(t,q,q')|—>< ;

und

0 (G) = {v € C*([to, ], R) | ¥ > 0}
fur alle to, t1 € R mit ¢ty < t; und

tost . L /
S 0(0) > Rop s~ [ UL pl0), 9 (6) .

SchlieBlich definieren wir fiir jede auf einem Intervall I C R definierte C'-Funk-
tion ¢: I — R ihre Prolongation

O: I - I xR xRt (t,0(t), o (t)).

Zur Behandlung des Problems benotigen wir ein wesentliches Ergebnis aus der
Variationsrechnung, das wir hier ohne Beweis angeben, welches sich aber ohne
weiteres aus den Ergebnissen der Vorlesung herleiten 1a83t:
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Die Euler—Lagrangesche Differentialgleichung. Die gesuchte Funktion
wo erfillt die folgende implizite Differentialgleichung zweiter Ordnung;:

d<aLoA>_‘9LOA
dt\ag %) T aq O

(Theoretischen Physikern ist diese Gleichung wohlvertraut. Sie ist eine der
wichtigsten Hilfsmittel zur Beschreibung des Verhaltens physikalischer Systeme.)

Zeige nun:
(a) Zu jeder Wahl von ¢, s € R und r € R\ {0} existieren eindeutig

bestimmte Parameter ¢, d € R, so dafl die Funktion f = (z—7)-(cx+d) -z*
in r die Ableitungen

f'(ry=s wund f[f'(r)=345"
hat. Auflerdem gilt fur f, daf3
f(0) = f'(0) = f"(0) = f(r) =0
und fiir alle ¢ € [0, r] gilt
@< M- (- |s"[ +15'])
mit M = 19, also (?)
[f@I< M- fr] - (Ir] - 1" + 5]

(b) Fiiralle tg, t; € |0, a[ mit ty < ¢; ist die C*-Funktion @g|[to, t1] ein Minimum
von S Qs (G5 o (to), @ol(t)) mit

QQ(G7 ho, hl) = {”Lp € Q2(G) | w<t0) = hg N '(b(t1> = hl}

(Tip: Angenommen, ¢g|[to, t1] sei kein Minimum der Funktion. Also existiert
ein 1 € Qa(G; @o(to), wolti)) mit § == S5 (wo|[to, t1]) — S5 (¥) > 0. Nun
konstruiere (zu hinreichend kleinem r € R;) eine Funktion ¢: [0,a] — R,
die auf [to, t1] mit ¢ und auf [0,ty — r] U [ty + 7, a] mit ¢y tbereinstimmt,
die auf [ty — r,to] und [t1,t; + 7] jeweils durch eine Summe von ¢, mit
einer Funktion f wie in gegeben ist und deren Einschrankung ¢|]0, a]
zweimal stetig differenzierbar ist. Fiir geniigend kleines r ist (?) dann
T(p) < T(po). Widerspruch!)

(c) Fur die Funktion

9L o .
g:G—=R,(t,q,q) — afq(t,%q)-q—L(t,q,q)

ist g o ¢y konstant.

(Tip: Verwende die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung und tiber L
nur die Information, dafl L nicht von ¢ abhéngt.)
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Bemerkung. Dieser ,Erhaltungssatz“ ist ein Spezialfall des noether-
schen Theorems: Symmetrien von L bedingen Erhaltungssétze.

(d) Die Funktion ¢l|]0, a[ ist eine Losung der expliziten Differentialgleichung

1 2
T 1)
Y

zweiter Ordnung; aulerdem gibt es eine Konstante ¢ € R, so dal ¢|]0, a]
eine Losung der impliziten Differentialgleichung

y-(1+y*) =c (2)

erster Ordnung ist. Im folgenden sei ¢ die so festgelegte Konstante.
(Tip: Leite zunédchst mit Hilfe des Erhaltungssatzes her und folgere
daraus mit Hilfe der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung )
(e) Fiir jede Losung ¢: J — R von gilt:
(i) ¢(J) €10, und /(1) =0 = o(t) = c.
(ii) Ist ¢ zweimal differenzierbar und ¢ # ¢, so 16st ¢ auch die Diffe-

rentialgleichung und nimmt ¢ hochstens an einer Stelle t € J
an.

(iii) Fur alle ¢, € R ist auch t, +J — R,t — ¢(t — t.) eine Losung
von ([2)).

(f) Fiir die Funktionen

~(r —sin) und v = =-(1—cos)

N o
oo

Ue =

gilt:
(i) w. besitzt eine Umkehrfunktion <.: R — R.
(ii) Die Funktion . = v. 0 .: R — R ist stetig und

0e0) = 0, elem/2) = ¢, olem) =0 und ¢,[]0, e[ > 0.

(iii) .|]0, cm[ ist eine C'*°-Funktion mit Grenzwerten tl_i)r& Pl(t) = o0
und lim ¥(t) = —o0.
t—emr—
(iv) ©.]]0, em| ist eine nicht weiter fortsetzbare Losung von (2)) und (I)).

(v) Die Kurve o == (u,,v,.) ist die kanonische Parametrisierung einer
Zykloide und daher parametrisiert ¢ — (¢, .(t)) dieselbe Zykloide.



(2)

(h)
(i)

§)

(k)

Eine C%-Funktion ¢: J — R mit ¢ # c ist genau dann eine Losung
von 7 wenn es ein t, € R gibt, so dafl ¢ eine Einschrankung von
Jte, te + e[ — Rt — . (t — t,) ist.

(Tip: Zu einem beliebig vorgegebenem s € J existiert ein § € |0, ew|, so
daB ¢'(s) = ¢.(5) ist; wegen ([2)) ist auch p(s) = ¥.(8). Daher (7) gilt die

Behauptung wegen mit ¢, = s — §.)
Es ist g = 1¥|[0, a]. Daher ist die gesuchte Brachistochrone ein Teilbogen
einer Zykloide.

Fir alle ¢y, t; € ]0, C7T[ mit ¢y < ty gilt

ttl Lo.dr = /ttl \f dx = /e (tie(ty) — fic(to) ).

Daher betragt die ,Gleitzeit” lings des vollstindigen Zykloidenbogens

T(¢e) = \/2¢/g - .

Wie lange bendtigt die Oberbiirgermeisterin, wenn sie entlang eines voll-
standigen Zykloidenbogens rutscht, dessen Endpunkte A und B insgesamt
100 m voneinander entfernt liegen; wie tief gerét sie dabei unter das ,,Null-
niveau“; und wie grof ist die erreichte Maximalgeschwindigkeit? (Benutze
den Energieerhaltungssatz.)

Warum wurden die Pléane der Augsburger Oberbiirgermeisterin trotz allem
nicht realisiert?
(i) Man kann sich am Anfang der Rutschbahn nicht hinsetzen.
(ii) Rutschen macht SpaB; deshalb sollte es lange dauern.
(iii) Die Stadt Augsburg spart, indem sie die Materialkosten minimiert.

(iv) Um dafiir Sorge zu tragen, dafl die Reibungskréfte vernachléssigt
werden konnen, wird zuviel Schmierseife benotigt.



